
1 Modely s racionálńımi očekáváńımi

Necht’ proměnná Πt znač́ı očekávanou hodnotu nějaké veličiny pro čas t na základě

informaćı dosažitelných v čase t. Podobně necht’ proměnná Πt+k znač́ı očekávanou

hodnotu nějaké veličiny pro čas t + k na základě informaćı dosažitelných v čase t.

Předpokládejme, že současná hodnota veličiny záviśı určitou měrou (α) na své očekávané

hodnotě v př́ı̌st́ım obdob́ı a na nějakém exogenńım vlivu Yt lineárně:

Πt = αΠt+1 + Yt (1)

Tuto diferenčńı rovnici můžeme rozepsat pro všechna obdob́ı t + 1, t + 2 . . . až do

∞:

Πt+1 = αΠt+2 + Yt+1

Πt+2 = αΠt+3 + Yt+2

...

Výraz na pravé straně rovnice pro Πt+k dosad́ıme vždy do rovnice předchoźı (zpětná

iterace). Provedeme-li to nekonečně mnohokrát, dostaneme Πt jako následuj́ıćı nekonečnou

sumu:

Πt = lim
n→∞

(αnΠt+n + Yt + αYt+1 + · · ·+ αnYt+n) (2)

Pokud vývoj veličiny Πt nijak neomeźıme, nemuśı být uvedená limita konečná a

systém exploduje. Pokud je parametr α stabilńı, tj. pokud α ∈ (−1, 1), dostaneme

nekonečně mnoho stabilńıch řešeńı. Abychom dostali jediné stabilńı řešeńı, muśı být

zároveň splněny dvě podmı́nky:

• α ∈ (−1, 1)

• Πt+n neroste nade všechny meze

Výše uvedené podmı́nky zajǐst’uj́ı, že Πt+n neexploduje, ale v limitě konverguje k

nule:

lim
n→∞

αnΠt+n = 0

Rovnice (2) se tedy zjednoduš́ı na:

Πt =
∞∑

k=0

αkYt+k.
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Př́ıkladem takového vpředhled́ıćıho lineárńıho modelu je např. Phillipsova křivka

následuj́ıćıho tvaru:

πt = αEtπt+1 + ŷt, (3)

kde πt je mı́ra inflace v čase t, α je parametr, Etπt+1 = E(πt+1|Ωt) jsou podmı́něná

očekáváńı mı́ry inflace v čase t+1 při znalosti všech relevantńıch informaćı dostupných

v čase t.

2 Řešeńı lineárńıch model̊u s RE

2.1 Převod modelu

Rovnice v modelu převedeme do následuj́ıćıho tvaru:

AEtxt+1 = Bxt + Cεt, (4)

kde A,B jsou matice koeficient̊u př́ıslušej́ıćıch vektoru xt+1 a xt, C je matice koeficient̊u

exogenńı složky ε.

2.1.1 Př́ıklad

Rovnici ve tvaru

πt = απt−1 + βEtπt+1 + εt (5)

chceme převést do podoby rovnice (4). Vektor xt tedy bude obsahovat složky πt−1 a

πt, tedy

Etxt+1 =

[
πt

πt+1

]
xt =

[
πt−1

πt

]

Mezi jednotlivými složkami těchto vektor̊u je vztah (horńı index označuje, o který prvek

ve vektoru xt se jedná).

Etx
(1)
t+1 = x

(2)
t (6)

Rovnici (5) můžeme přepsat jako

x
(2)
t = αx

(1)
t + βEtx

(2)
t+1 + εt (7)
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Přepis rovnice (4) se bude skládat z rovnice (7) a dále z rovnice (6) popisuj́ıćı vazbu

mezi jednotlivými složkami vektor̊u xt a xt+1, tedy maticově lze psát:
[

0 −β

1 0

][
Etx

(1)
t+1

Etx
(2)
t+1

]
=

[
α −1

0 1

][
x

(1)
t

x
(2)
t

]
+

[
1

0

]
εt

což je v p̊uvodńıch veličinách
[

0 −β

1 0

][
Etπt

Etπt+1

]
=

[
α −1

0 1

][
πt−1

πt

]
+

[
1

0

]
εt.

Prvky vektoru xt, které v čase t známe, nazveme predeterminovanými. Ty, které

neznáme nazveme nepredeterminovanými.

2.2 Rozklad a transformace

Dále se budeme zabývat pouze př́ıpadem, kdy matice A je regulárńı. Provedeme několik

úprav rovnice (4).

AEtxt+1 = Bxt + Cεt

Etxt+1 = A−1Bxt + A−1Cεt

Etxt+1 = B̃xt + C̃εt, (8)

kde B̃ = A−1B a C̃ = A−1C.

Dále pro matici B̃ najdeme rozklad

B̃ = P V P−1

kde matice V je čtvercová diagonálńı matice, obsahuj́ıćı na hlavńı diagonále vlastńı

č́ısla. Matice P obsahuje ve sloupćıch vlastńı vektory. Pro matici V plat́ı V = P−1B̃P.

Poznámka: Vlastńı vektory v dané matice A jsou takové vektory, které se

t́ımto zobrazeńım pouze natahuj́ı nebo zkracuj́ı, tj.

Av = λv

Č́ıslo λ, které popisuje, jak se vektor zkrátil či natáhl, nazýváme vlastńı

č́ıslo. Je-li toto č́ıslo v absolutńı hodnotě menš́ı nebo rovno jedné, jedná se

o vlastńı č́ıslo stabilńı; v opačném př́ıpadě je to vlastńı č́ıslo nestabilńı.
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Dále provedeme lineárńı transformaci vektoru xt

xt = Pzt (9)

Tedy každý prvek vektoru zt obsahuje informaci, která ovlivňuje prvek ve vektoru

xt. Tuto transformaci dosad́ıme do rovnice (8) 1

Etxt+1 = B̃xt + C̃εt

Pzt+1 = B̃Pzt + C̃εt

zt+1 = P−1B̃P︸ ︷︷ ︸
V

zt + P−1C̃εt

Výsledkem je tedy

zt+1 = V zt + Dεt,

kde V = P−1B̃P a D = P−1C̃.

Abychom dostali jediné řešeńı, vyžaduje Blanchard-Kahnova podmı́nka, aby

• počet predeterminovaných veličin v x = počtu stabilńıch vlastńıch č́ısel

nebo obráceně

• počet nepredeterminovaných veličin v x = počtu nestabilńıch vlastńıch č́ısel

2.3 Nestabilńı část

Rovnice modelu přeskuṕıme tak, aby v matici V byla nejdř́ıve seřazena stabilńı vlastńı

č́ısla (část matice označená V11) a poté nestabilńı (označeno V22). Tomu samozřejmě

odpov́ıdaj́ı veličiny ve vektoru z. 2 Obdobně je rozdělena matice D. Pro ilustraci

poslouž́ı toto rozepsáńı

z =

[
zs

zu

]
V =

[
V11 0

0 V22

]
D =

[
D1

D2

]

Soustavu rovnic vyřeš́ıme nejprve pro nestabilńı část. Rozeṕı̌seme si rovnice pro

následuj́ıćı (dvě) časová obdob́ı.

zu
t+1 = V22z

u
t + D2εt (10)

zu
t+2 = V22z

u
t+1 + D2εt+1 (11)

1Symbol zt+1 zde označuje očekávanou hodnotu a je zjednodušeńım zápisu Etzt+1.
2Veličiny jsou označené horńım indexem s jako stable a u jako unstable.
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Z rovnice (10) si vyjádř́ıme zu
t . Obdobně z rovnice (11) vyjádř́ıme zu

t+1 a dosad́ıme

do rovnice (10). Výsledkem je poté rovnice (12)

zu
t = V −1

22 zu
t+1 − V −1

22 D2εt

zu
t+1 = V −1

22 zu
t+2 − V −1

22 D2εt+1

zu
t = V −2

22 zu
t+2 − V −2

22 D2εt+1 − V −1
22 D2εt (12)

Pokud výše naznačený postup budeme aplikovat nekonečně mnohokrát, dojdeme k

následuj́ıćımu výsledku:

zu
t = (V −1

22 )∞zu
t+∞︸ ︷︷ ︸

=0

−
∞∑

k=0

(V −1
22 )k+1D2εt+k. (13)

Protože matice V22 patř́ı k nestabilńı části řešeńı, má tedy na diagonále vlastńı č́ısla

větš́ı než jedna. Tedy jej́ı inverze V −1
22 má na diagonále převrácené hodnoty matice V22,

tj. č́ısla menš́ı než jedna. Pokud ji budeme nekonečně mnohokrát umocňovat, tak tyto

hodnoty budou konvergovat k nule. Můžeme tedy psát:

zu
t = −

∞∑

k=0

(V −1
22 )k+1D2εt+k

2.4 Stabilńı část

Nyńı se můžeme pustit do řešeńı stabilńı (horńı) části vektoru z.

zs
t+1 = V11z

s
t + D1εt. (14)

K vyřešeńı této diferenčńı rovnice potřebujeme znát počátečńı podmı́nku, kterou

źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem. Vektor xt můžeme rozdělit na následuj́ıćı složky (pre-

determinovaná a nepredeterminovaná část):

xt =

[
xpred.

t

xunpred.
t

]

Protože xt = Pzt můžeme soustavu rovnic pro názornost napsat jako

P

[
zs

t

zu
t

]
=

[
xpred.

t

xunpred.
t

]

Matice P má tuto strukturu

P =

[
P11P12

P21P22

]
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Horńı část soustavy můžeme rozepsat

P11z
s
t + P12z

u
t = xpred.

t

kde zu
t jsme již vypoč́ıtali, xpred.

t v čase t známe. Snadno pak můžeme dopoč́ıtat zs
t .

zs
t = P−1

11 (xpred.
t − P12z

u
t )

Tento výsledek dosad́ıme do rovnice (14) a iteraćı źıskáme celou trajektorii zt+k. Konečné

řešeńı soustavy pak dostaneme zpětnou transformaćı

xt = Pzt

2.5 BK podmı́nka

Pokud by Blanchard-Kahnova podmı́nka nebyla splněna, můžou nastat dva př́ıpady s

těmito d̊usledky:

1. Počet stabilńıch vlastńıch č́ısel < počet predeterminovaných proměnných ⇒ sous-

tava nemá ani jedno stabilńı řešeńı

2. Počet stabilńıch vlastńıch č́ısel > počet predeterminovaných proměnných ⇒ sous-

tava má nekonečně mnoho stabilńıch řešeńı

3 Př́ıklad

Nasimulujte model (obsahuj́ıćı vpředhled́ıćı veličiny):

yt = αyt−1 + βrt + ωt

πt = γπt−1 + (1− γ)Etπt+1 + δyt + χt

rt = it − Etπt+1

it = λyt + κEtπt+1 + ξt

yt je mezera výstupu, πt mı́ra inflace, it nominálńı úroková mı́ra, rt reálná úroková mı́ra;

α, β, γ, δ, λ, κ jsou parametry; ωt, χt, ξt jsou náhodné složky. Parametry nakalibrujte

těmito hodnotami: α = 0.8 , β = −0.6, γ = 0.5, δ = 0.3, λ = 0.5, κ = 1.5
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